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§ 1. Einleitung

In dieser Skizze soll ein zusammenhingender Uberblick iber einige
grundlegende Begriffe der heutigen MaB- und Integzrationstheorie ge-
boten werden.'Fﬁr einen historisch-orientierten Riickblick mdchte ich
auf die reichhaltige Darstellung in [5] verweisen. Beweise werden
nur sporadisch geboten, Beispiele etwas ndufiger. Die MafB-~ bzw. Iao-
tegrationstheorie spielt eine wesentliche Rolle in der klassischen
Analysis (insbesondere der Vektcranalysis), in der Stochastik,der
Theorie der Topologischen Gruppeh und anderen Gebieten. Ihr Aufbau
ergibt sich aus dem Zusammenwirken von Techniken der Boole'schen Al-
gebra {Mengenalgebra), der Topologie und der Analysis und zum Teil
auch der Linearen Algebra. Es ist dem Leser bekannt, daB z.B. das
dreifache Riemann-Integral fff dxA dyA dz das Volumen des Kdrpers K,
seinen Jordan-Inhalt, darste%lt. Aus dem (Riemann)-TIntegral ergibt

sich also der (Jordan)-Inhalt. Umgekehrt mu3 man schon bei Binfihrung

des Riemann-Integrals in <™ (nz 2) jeweils Mengen vom (Jordan)-In-
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w11t O hetrachten (die "Riinder" der Integrationswebiete). In dieser
tkinze wird der nmmekehrte Wes cingeschlacen: Bs wird gezeigt (§ 8),
“ie ein Intesralbesriff aus einem Maghesriff entwickelt werden kann.
Tn ler Tat aber sind die beiden Kohzepte véllis dquivalent. Der Dar-
ste1lunz wird in § 9 einer FErdrterun~ des Riemann-Stieltjes Integrals
zu~nfiict, 4as ebenfalls weite Anwendungen hat und insbesondere auch

1ie Technik der partiellen Jntecration sehr durchsichtig macht.

Gegeben sei eine Menge Q1 zusammen mit einer Kollektion ® von Teil-
men:=n von Q (also ® & A: = Potenzmenge von Q) und eine Funktion u,
die jedem A€ &, eine MaBzahl u(A) zuordnet (z.B. u(A)="Inhalt von A",
"Gesamtladung auf A", 'Hahrsc‘hainlich.keit von A"). Bs ist zweckmiBig,
als MaB-"Zahlen"™ auch noch - ® und +® zuzulassen; als "MeBlatte" fiir
das n-MaB der Elemente von & dient also nicht R, sondern

«*: = (-o) URU { ®} . Die Elemente von & heiBen y-mefbar.

Bs gilt n: 2 » £¥, Palla u ein MaBbegriff im }lteren Sinn ("Linge",
"Pliche™, "Volumen") sein soll, erwartet von "aufgrund der BErfahrung”
das Vorhaniensein folsender Eisgenschaften:

(1) w(A)=20v Ac R (Richtnemativitit); (2) Ac B = u(A)<a(B) (Monotonie);

(3) w(Au B) =u(A) +p(B), falls AnB=" (Additivitit).

(1)-(3) gelten z.B. fir den aus dem Riemann-Integral herseleiteten
"Jordan-Tnhalt” von Mengen in #", Palls man zussitzlich die (ebenfalls

zewohate) Translationsinvarianz uand Drehinvarianz des Inhalts fordert,




7#nnen sich, falls die Kollektion R zu grof gewihlt
/i irrspriiche erseben ("Banach-Tarski Paradox", siehe
"wahrscheinlichkeitsmaBe™ u gilt Osu(A)=1 v A€R,

reyreniiber welchen mengentheoretischen Operationen R

- 43 -

z.B. [5])). Fir
Entscheidend ist,

abgeschlossen

coin soll: Vereinisuns (endlich oder abzihlbar), Durchschnitt (end-

lich oder shzinibar), Differenz (bzw. symmetrische Differenz), Komple-

ment. Die verschiecdenen MaBbegriffe ergeben sich aus der Wahl von R

(in bezusz auf solche Operationen) und die Wahl von u in bezug auf

einschneidende zusitzliche Bigenschaften. Man kann diese allgemeinen

MaBbegriffe als den Versuch sehen, drei offensichtliche Defekte des

Riemann-Integsrals zu

beheben, etwa nach dem Schema:

Defekt

Gegennittel

Allgemeine LOsung

Tntesrationsbereich
oder Punkticon mul
heschrinkt sein

uneigentliches Riemann-
Integral

Begriff der mebaren Men-
ge bzw. der medbaren cder
integrierbaren Funktion

Ner Jordan-inhalt
hat nur ¥erte = 0.

Riemann-Stielt jes-
Integral (bzw. MaB)

signierte MaBe

NDer Crenzwert einer
Folme R-integrier-
barer Funktionen
braucht nicht R-in-
tegrierbar zu sein.

Forderung der gleich-
miBizen Konvergenz oder
ad-hoc-Methoden

Konvergenzsidtze wie z.B.
beim Lebesgue~Integral;
Vielfalt von Konvergenz-
begriffen

7Zur Schreibweise ist zu sagen: DN = Definition, EX =

BW =

AA B

By
il

o
i

2C

i

(Kontinuumshypothese!): ‘3{0< ce2 <2

= (AuB)~{AnB), |Al =Kardinaltiit von A.

Aleph Hull = Kardinalitdt von N.

2 % - fardinaltiit von R.

nichstzréBere Kardinalzahl nach c.

(2%)

<‘.'.

Beispiel,

Beweis. ANB={x€ A|x¢ B}, A® =Q~ A= Konmplement von A.
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§ 2. Algebra und Topolosgie von {-®} URU (+ o}

Der grundlegende MaBraum R® = (- m} URU {+®} wird durch die De-
finttion =< r<+® (¥ re¢R) 2u einer linear geordneten Menge. Durch
die Ordnungsrelation ist der Begriff “Intervall” in P* (offen, halb-
offen, abgeschlossen) eindeutig definiert. Als offene Menge * inr"
bezeichnen wir jede Vereinigung von offenen Intervallen in & und In-
tervallen der Form [ - @,a) oder (b,+m®]. Das ergidbt die Topologie
* o {U*) von R®. Da jede Uberdeckung von R® mit Mengen der Form u*
notwendigerveise ein Intervall [ - w,a) und 2in Intervall der Form
{»,+®] enthalten mu8, und da R° N[ -m®,a)u (b,+®) =[a,b] in der To-

pologie T von R kompakt ist, ist R* selbst kompakt. (/*,1%) heist die
l‘ m \ 3 y S, ‘+_C,D

&‘l}éx’*"// 7

2-Punkt Xompaktifizierung von (R,I):

Jegen der geforderten Additivitit der MaBfunktion muBl die Mdglichkeit
bestehen, auch Summen der Form r+ (+®) oder (-®)+r, wo r€R, zu

betrachten. Viele Autoren verwenden also die folrsenden Rechenregeln:

(-»)+r =-o, +otr = +0 Undefiniert bleiben die
a>0: al+w) = +to, al-m») = - Ausdriicke {+ o) + (- »)
, . - Nicht alle \ r_

a = Q: a(im) =0 (Autoren ) and ’,m

a< 0: al+w) = =, al-») =+

§ 3, Wichtige Begriffe und Operationen aus der Mengenalgebra

Die Kolléktianen agfl, die von den meisten Autorsn betrachtet
worden sind, umfassen die folgenden Begriife:
(3.1) Halbring : (a) ?e6B; (b) A,BES » An BER;
(c) A,BEF » ANB= U Ei,, €6.

EX 9a={((a,b]} ¢ R ist ein Halbring.
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EX Fir x=(x1,...,xn)€Rn, y:(y,,....yn)ERn, sei xSye= x; Sy,
(1£i€n). Sei JR®) ={x]a<x<b, wo a,b€R"}. J(R") ist der Halb-

ring der halboffenen Intervalle (Zellen) in R".

(3.2) Ring ®: (a) A,BER => AN BER;

(b) A,BER > AAB:=(A-B)U (B-A)€R. Pa AAA=® und AUB= (Aa B)A (AN B)
gilt AUB€R; da AN B=AA (An B), gilt AN BER.

Also ist R abgeschlossen gegeniiber u,ns. . ferner ist ®€ ®. Durch-

schnitt jeder Familie von Ringen ist wieder ein Ring.
EX ®={ ist ein Ring. BEX 3§ ist kein Ring.

(3.3) Algebra #: # ist ein Ring und Q € 8. Bs folgt, daB fir A€
auch A®°=Q~ A€, Der Durchschnitt jeder Pamilie von Algebren ist

eine Algebra.

EX % =-endliche Teilmengen von ? ist ein Ring: d ist eine Algebra

) IQI < XO'

EX InQ=R ist die Menge ® der beschrinkten Teilmengen ein Ring,
2l g 2

keine Algebra.

(3.4) a~-Ring 3: 3 ist ein Ring und A, €3 (ien) > U A €82,
1EN
Es folgt, da8 N A, =AU (ANA ) €8, Also ist £ auch abgeschlossen
~ : i ) . .
1€N ieN
gegeniiber abzihlbaren Durchschnitten. Ist H,.lf i €N} 2ine abzHhlbare

Familie von Elementen aus %, so gilt U A, = U (Ai‘s ‘A‘i—t\"’ wo A_=%;

ieN i€N

somit ist jede abzihlbare Vereinigung ven Zlementen aus £ eine dis-
L]

junkte Vereinigung von solchen Blementen. Ter Durchschnitt jeder Fa-

milie von o-Ringen ist ein ¢o-Ring.

(3.5) o0-Aloebra 3 (3= "Borel field").

3 ist ein o~Ring und eine Algebra. Der Durchschnitt jeder Familie

von a-Algebren ist eine o-Algebra.

EX 9 =abhzihlbare Teilmengen von ; I ist ein Ring.
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#{ 0= topolosischer Raum, t(n)==o~A1gebra,‘die von den offenen
{bnu. nb-eschloasenen) Mensen erzeust wird = Durchechnitt aller
o-Aleebren, die alle offenen (und daher alle abgeschlossenen) Men-

sen ~nthalten. T(Q) ist die o-Algebra der Borelmengen auf 1. Sei

(n,b) e2in halboffenes Intervall in R; da (a,b] = N (a bi-i). ist

ieN
(n,h] < 2(R), und analog gilt [a,b) € I(R). Also enthilt 3(R) die In-
t.ervalle jeder Art und die aus ihnen durch die zulissigen Operationen

=rhildeten Mensen. Analoges gilt fiir ARD).

EX @ = topologischer Raum, nc(n):za-Algebra, die von den kompakten

Mensen erzeugt wird; das ist die o-Algebra der Borelschen Mengen auf (.

Falls 2 celbst g-kompakt ist (d.h. Q ist ezine adziihlbare Vereinigung
xompakter Mengen, wie z.B., RP"), dann gilt ziﬂ)==3c8)).

41 Palls Q nicht abzihlbar ist, bilden die abzihlbaren Teilmengen

o

einen 3-Ring, aber keine g-Alsebra.

Jei 3 eine beliebige Kollektion in {I. Dann existiert ein sindeutig
bestimmter kleinster Ring, der ® enthilt (der Durchschnitt aller S
enthaltenden Ringe). Analoges gilt fiir die Begriffe “Algebra™, "o-Ring",

"a-Almobra®™, Wir btezeichnen disse Strukturen =it Rinzg 3, Alx 3,

g-Rinx 3, awA}g . Flir den Fall 2 =3 (Halbring) ist

Rinz & = { U Eil F,€m, 1 €N} der von 3 erzeusgte Ring.

RS

{3.6) PRine Kollektion J ={¥#} heif% Folpeniberdeckungsfaomilie, falls

fiir jede Menpe A€ eine Folrsa (Ei) in o existiert, so das As'ﬁé Ei.
N

¥1 Die Familie aller Intervalle der Porm {a,b] in R" hat diese Biren=-
aschaft. Diens folgt sofort aus der gleichen Bigenschaft der Pamilis

der halboffenen Tntervalle in R.

§ 4, Mengenfunktionen und MaBbegriffe

Den in § 3 eingefiihrten Typen ® von Mengenfamilien entsprechen
Mengenfunktionen u: ® » R*, die gewinse mensentheoretische Operati-

onen respektiieren.

T TS —————s
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(4.1) u heiBt additiv, falls u(*)=0 und u(U E, )= !‘; u(h ), wenn
i=t
inmor @, €R und KN l-:1 =* fir it J,

m

(v u(F,) eindeutin bestimmt sein soll darf es nicht disjunkte
i=1

llep=en Fy,E, €R reben mit u(h, )= -0, “(Ez) =+@).

“ie natirliche Domine & einer additiven Mengenfunktion ist ein Ring

(bzv. Halbring).
| &l (ls|<X°)

o (]E ZXO)

DaB u additiv ist, Uberlegt man sich, indem man u(EU F) =p(E) +u(F)

#X ks sei |alz %, a=( und n(R) =

filr KR F=% in den vier mdglichen Fillen verifiziert.

BX Fir die Kollektion aller halboffenen Intervalle der Form (e,b]

in i ist A (#): =b-a ein additives MaB.

(4.2) u heiBt g-additiv, falls u(@¢)=0 und u( U Ey )= % uu, ), wann
i€~ iéN

immer I~:i € R und Bin E,=® fur i j. In dieser Definition kann +@=+®

J
-m=-m auftreten. Wegen der Kommutativitit von U kann die Reihe

T uli, ) beliebig umgeordnet werden; daher ist sie absolut konvergent
i€N
. oder «hver,n:ent mit Grenzwert +w oder - w.

Die natiirliche Domline ist ein o-Ring bzw. eine c-Algedbra.

iX Das MaB L von oben ist ¢-additiv. Hierzu ist Folgendes zu zeligen:

ist (a,b] = 1! (ai. i] (disjunkte Verr'inigunp), dann ist b-a= ¥ (bi--ai
jerd ien

P'er Beweris dieser Tatsache ist schwieriger, als man auf den ersten

Blick ~laubi; er erfordert ein Kompaktheitsargument 4, p. 35).

(4.3) u ist ein MaB, falls u: % - R: und falls i o-additiv ist. (BEs
folet sofort, daB u(P)=0). Die natirliche Domfine ist ein o-Ring bzw.

eine o-Algebra.
EX A von oben.

(4.4) w: R + R" heiBt r-endlich, falls gilt: fir jedes A€ 8t gibt ee
und u(C;)< @ (vi).

eine Folge (Ci), C, € 7, 8o dafl Ac ) C
i¢eN

i
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Der im Folgenden definierte Begriff stellt eine "unscharfe" Form
eines fiir alle Teilmengen As=Q giiltigen MaBbegriffes dar; aus ihm

138t sich a2uch in natiirlicher Weise ein Mafbegriff ableiten.

(4.5) u*: 3 » R nheiBt ein HuBeres MaB auf Q, falls gilt: 14{®) =0,

Bs F= u(E)sylF) uwnd Es U By = WilE)= ¢ LﬁEi). Bs folzt sofort, daf
i€ | i€n
y*: 3 » R*. Jedes HuBere MaB ist also fiir alle Teilmengen EcQ defi-

niert, ist nicht?negativ, monoton und ist g-subadditiv. (Analog dazu
7ibt es den Begriff des inneren MaBes).
o(l Bl =%,)

FE] (Bl <% )
X jal> %,: u'(B) = I °
V(B > %) ® GEl=%)

(4.6) u: 3 » R heift ein signiertes MaB, falls u o-additiv ist und

ui(®)=0.

§ 5. Brweiterung und FEinschrinkung von Mengenfunktionen

Sind pu: & » 8 und v: £ » RY

vorgegebene Mengenfunktion mit der
RBigenschaft, daB8 2< € und v(A) =u(A) fiir alle A€, dann heifit v eine

Brweiterung von u; umgekehrt ist 1 die Einschriinkung von wv. Letztere

ist eindeutig bestimmt, erstere (natirlich) nicht. Bin wichtiges Pro-
blem der MaBtheorie ist das, zu entscheiden, ob eine gegebene Mengen-
funktion Erweiterungen besitzt und ob letztere eindeutig sind. Wir

deuten einige Resultate an.

{5.1) Seiu:H - Ri additiv. Dann existiert genaun 2ine Brweiterung
i: Ring 6 » R}. Falls u selbst ein MaB ist (d.h. s-additiv), damn ist
(i ebenfalls ein MaB.

¥ir sagen, der Raum Q sei o-3, falls 0= U E,, wo B, €R. In diecsen

ieN
Fall folgt, da8 Ring, R eine o-Algebra ist.

(5.2) SATZ £Bs sei Q o-R, R ein Ring und u: R -» R: ein Mad. Dann
existiert eine Erweiterung i1: Ringo R - R’:, die ein MaBl ist. Ist
u g-endlich auf R, dann ist i eindeutig bestimmt und ist ebenfalls

a-endlich.
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Der wichtigste Zusammenhang zwischen signicrten MaBern und MuBen

ist durch folgenden Satz gegeben.

(5.3) SATZ (Hahn-Jordan Zerlegung) Sei 3 eine o-Rlgebra, «: 3 = R
o-additiv. Dann existiert eine Zerlegung @ = PUN, wo P,N€J, PAN=*F,
und zugehbrige MaBe TorT T R:, 8o dal fur jedes A€ 3

(M) =«(AnP)20, v_(A)=-r(ANK)20, =(R) =7, (A)-+_(A).

Eines der MaBe v_,r_ ist endlich; ist ¢ endlich oder c-endlich, dann

40

8ind es such v, und ¥_.

+
Man sagt: v, "lebt auf P", v_ "lebt auf N".
Von entscheidender Bedeutung (auch fur unsere Konstruktion des
Lebesgue-MaBes) ist der folgende Satz, der die Konstruktion von MaBen

aus HuBeren MazBen ermbglicht'. Wir bendtigen dazu die folgende

DN Sei e ff o R: ein HuBeres Maf. Die Menge EcQ heilt u~meBbar,
falls fir jede Menge A € 0 gilt:

E
A
() u"(A) =™ (An B) +pu* (AN E®) e/, j

‘ )
(E zerschneidet jede Teilmenge A von 0 derart, da8 sich die u"-Mal-

gahlen addieren). {#) gilt genau dann, wenn & in (#) pilt. (< ist
trivial. Palls " (A)= o, ist (#) ebenfalls erfiillt. Alsc geniigt es,
den Fall u"(A) <o zu betrachten).

(5.4) SATZ Sei u®: {f » K} ein HuBeres Ma@. Dann ist die Familie M
aller u”-meBbaren Mengen eine o-Algebra und die Einschrinkung u= u /m

von u’ auf M ist ein MaB.

BY Zuntichst gilt #€M, weil p* (8) =0 und weil die Beziehung (¥) fir
F=@ trivial erfitllt ist. Da (#) in E und E® symmetrisch ist, gilt
E<Te EC€M, Nun sei u” (E)=0. Dann ist

u*(an B) +u™(An EC) =u* (B) +u* (A) =u* (n),

so daB KBeMm.
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Falls % ,8,€0M, folst aus (») fir E=E; und A sowie fiir E=E,

ant AfN !".?:

w*C A ) =0"C anE )+ AnES )

*(an B7) =u” (An YN Ey) +u®(An BS n BS)

+

W 3 ‘lc ‘c___ Nl n C C " _
Yz ist AN Efn 132..An (L1 v 32) und (An By N xgz)u (An E,)_An (E! u Ez).

#Jdition der obigen Relationen erzibt also

) P AR =0 (A0 By) +u(A0-ED) Fu® (A0 ESn B,) +u* (An (B, U B,)°)

2u* (AN (8 UE,)) +u"(An (B, U E,)®),

so daB (#) fir B, U E, gilt; also ist B, u B, €M,

4

Fiir beliebiges E, B, gilt B - B, = (u1 u Ez)c. Falls also E,,Ezﬁm,

folxt aus dem Obigen, daB 81 - E2€77Z. Damit ist gezeigt worden, das
7. eine Algebra ist.
) m
Hun sei {Ej} eine Folge disjunkter Mengen in M und sz Ue&k

#4ir beveisen durch Induktion nach m=1, daB fur jede Menge A

m

WAns) = & u¥(An B.).
m i —1 1

i=

Fir m=1 ist das richtig. Da Sm meBbar ist, gilt

“(An Sm+1)=” (An S HnS Y+u  (An 8 et S ‘“) u ®(An s )+u (AnE
n m+1
= T u (Anb)+u (AnEH)-L utAnE)
i=1 =1

Na M eine Algebra ist, 148t sich jede Vereinigung von abzdhlbar
vielen Mengen in/ als disjunkte Vereinigunsg schreiben. Der Beweis,
daB M eine o-Algebra ist, wird also vollstindig sein, wenn gezeigt
wird, daB S= U B, wo {B;} aus disjunkten Mengen ini/% bvesteht, in /7l

i€N
liezt. Bei A wieder beliebig gewihlt. Es gilt, fir alle m=1,

m
o (An S)2u (AN 3) = ®(AnE By ), so daB u *(an 3)= ¥ u*(an E;).

i= 1 i€éN
Andererseits ist p*(An 8)< £ u*(An E;), weil AnS= U (AN E,)
1€M , i€

und u g-subaudaitiv ist, -

+1)*
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Also giltb
(#%) u*(An 8) = = u*(An B;)-
i€N
s ist aber

w* () =u*(ans ) +u”(Ans))2 i;::u*(An E,) +u* (An $°).
Fiir m » ® ergibt sich also
u*(a)2 .SéNu*(An B,) +u*(an %) = u*(An 8) +u" (AN %),
i
so daB Se€M. naB n:=u*|M ein MaB ist, folgt aus (w#) fiir A=3S. []

Der zweite entscheidende Schritt in der hier skizzierten Koilstruk-

tion des Lebesgueschen MaBes ist der folgende. Sei J§ eine Folgeiiber-

deckungsfamilie und A: J - Rt eine Mengenfunktion mit A ($)=0. Fir je-

de Teilmenge A€ Q werde

A*(A)=inf{ % A (E,)|E €3, As U E;}
iFN i€N

gesetzt. Dann gilt:
(5.5) SATZ A%: 4 » R: ist ein duBeres MaB.

BW Die Eigenschaften 1 *(A)=0, A B > A ¥ (a)=a2*(B), \*(#) =0 folgen
ohne Schwierigkeit aus der obigen Definition. Nur die o-Subadditivi-

tdt ist noch zu beweisen. Es sei {Ai) eine disjunkte Familie von Teil-

mengen von Q, €> 0. Nach Definition des Infimums gibt es zu jedem Ai

eine Folge (Eik}kCN in J, derart daB

» £
A, cU E;, und ﬁ““ik)ﬂ (Ai)+2 .

k
Dann gilt U A,sU U R, ) = U E.,, sodaB
i L3 ok K (1,k) K

* »
AU A AT (U B, )< T A(B. )=x(= (B, ))=
; 1 (i,k) K (4k) 1K i ik

» e »
ST OT(A) +75) =22 (a;) +e.
Die Beziehung gilt fiir jedes e> 0; also folst die gewiinschte

s

Ungleichung. ﬂ
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§ 6. Das Lebesgue-Magd im r"

Die Familie 3(Rn) der halboffenen Intervalle (a,b] im R", ist
aine Folgentberdeckungsfamilie. Ist ni¥mlich w,; die Projektion von
R™ auf die xi-Achae und AcR", 30 iat ni(A) enthalfen in einer ab-
zihlbaren Familie von eindimensionalen Intervallen; da dies fiir je-

deg i, 1<i<n, gilt, ist A in einem n~fachen Produkt solcher Fami-
— lien enthalten; letzteres besteht aber aus abzihlbar vielen halb-
offenen Intervallen in R", Ist Ia,b ein aolche: Intervall, wo
as= (a,....,an), b= (b'.....bn), sei l(Ia.b)= iil(bi-ai); ferner sei
A {*) =0, Die Familie J(R™) ist ein Halbring; der davon erzeugte Ring

2(r™), der Ring der elemsntaren Figuren, besteht aus andlichen dis-

Jjunkten Vereinigungen solcher Intervalle, Gemi#B (5.1) kann A ein-
dsutig zu einer additiven Mengenfunktioni auf 2(R") erweitert werden.
Ba ist, wie in (4.2) angedesutet, gar nicht so einfach, zu zeigen, dasB
A tatstichlich ein MaB ist, also o-additiv, Aus (5.1) folgt also, da8
\ ebenfalls ein Ma8 ist. Klarerweise kann R™ mit abzihlbar vielen
elementaren Figuren Uberdeckt werden; alao sind die Voraussetzungen
von (5.2) erfullt, und A 148t sich eindeutig zu einem o~-endlichen
Map ) : 3(R?) » R:_ erweitern, wo 2(R®) die von @ (R™) erzeuste o-Alge~
bra ist. Das ist aber genau die g-Algebra der Borelmengen (oder Borel-
achen Mengen) auf R, Xlarsrweise sind auch % (R") und‘ 3(R") eine
Polgeniiberdeckungsfamilie, ¥Wir schreiben nun A statt .R . Aus (5.4)

o »_ 70
folgt, da aus A ein HuBeres MaBl A" : R

- R': konstruiert werden kann.
Ist B¢ 3(R™), 30 sieht man aus der Definition von A¥ und aus den
Biganschaften der o-Algebra Z(R™) sofort, dad A*(B)=1(B), weil
B=BUuBuUDd ,..; andererseits azet (Bi} eine Folge in 2, die B iiber=-
deckt und devart, da8 ‘1’ A(Bi). 22®(B)+2 (Definition des In-

fimums!). Da B=U(Bn B;), folgt A(B)=% A(Bn B,)S% A (B ) =A% (B) +e.
1 i i

§ e
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Da ¢> 0 beliebig 18t, gilt A (B)<a™(B), also A (B)=A"(B). Nun sei

e(R®) diec gemiB (5.3) konstruierte a-Alsebra der A -meBbaren Menren.

Wir zeigen, daB 3ec L und Ag R". Da A" ein HuBeres Mag ist, gilt

A ¥(AM)<r*(an B) 2% (An B%). Sei ¢>0 und sei {B,} eine Folee in B,

Ac!) B,, und ¥ X(Bi)SX'(A) +e. Da An BeU{BN B,) und An B®cU(B.NB®),
i i i 1 § I

gilt

A\ *(Ap B) +2*(AnB®) < x"(ain B) +T 1*(Bin 3%} =
i i

=% A(B;n B) +7 A (B, n B®) =+ x(Bj)sx"(A) 5
i i i

Bs folgt, daB B meBbar ist in bezug auf ™. Paher zilt 3(x")c £ (R"):

alle Borel-Mengen sind L:—meﬂbar.

DN Das aus den obigen Konstruktionen gewonnene MaB heilt Lebes:iue-

sches Mafl auf gf.

Wir veranschaulichen noch einmal den Gang der Konstruktion:

~
J(R™) c eR") < R™ ¢ e (R") c R"
Halbintervalle elementare Borel-Mengen ILebesgue~Mengen alle
Figuren Teilmengen
n a A
2 € \ \ € 1 e (5.3) \*

GemidB den letzten Aussagen sind also alle offenen, oder abge-
schlossenen, oder kompakten Mengen auch Lebesgue-meGbar. Ferner
sicht man sofort aus der Definition, Jdaf abzihlbare Hensen in iiﬁn)
liegen und das Mad O haben. Allgemecin hat eine Menge im R? das

Lebesgue-Mag8 O, wenn zu jedem #> O eine abzihlbare Uberdeckung {Bi}

mit Tntervallen gefunden werden kann, 3o dad ¥ X{Bi)< 2.
: i

Brsetzt man in der letzten Definition “abziihlbar” durch "endlich”,

so erhiilt man die DPefinition des Beariffes "Menge von Inhalt 0. Pas

ist der nus dem Rigmann-Integral abhseleitete {(bzw. itm zusrunde lie-

srende) Resriff des Jordan-Tnhalts.
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Bine Menge A¢ P" besitzt Inhalt, falls A beschriinkt ist und falls

icr topolosische Rand von A, dA, den (Jordan)-Inhalt O hat (z.B. [ ].

Pibei ist (nach Definition) dA die abgeschlossene Menge An (R"< %),
wo A den AbschluB von A bezeichnet (Durchschnitt aller abgeschlosse-
nen Mencen, die A enthal ten), A° das Innere von A (Vereinigung aller
offenen Mengen, die in A enthalten sind). Fiir den offenen Kreis

: 2 2
A= ((x, .!2“ X, " 122< 1} 2.B. ist XK= { (x, .xz)lx,, +x, < 1}, A=A

.2 2
nnd AR = ((x,,x,)! x, +x," =1},

Pag folsende Reispiel zeigt, daB es Jebesgue-meB8bare Mengen gibt,

die keinen Jordan-Inhalt besitzen.

X Sei A={(x,y)€R%0<x<1, O<y%1)} die Menge aller Punkte mit
rationalen Koordinaten im Binheitsquadrat Ix I, wo I=[0,1]cR.

Man 3ieht. 1ei¢|1t, daB K=T%x1 und A°=% (weil jede nicht-leere offene
Men<te der Ehene Pun%te mit;rrationalen Koordinaten enthalten mug).
Also milt 8A=Kn (R°~#)=K=Ix1I. Da dA=1Ix I nicht den Jordan-In-
halt O hat, besitzt A keinen Jordan-Inhalt. Wohl aber besitzt A das

Lehrsme-MaB 0, weil A ahzihlbar ist!

Gibt cs8 nicht-lLebessue-meBbare Mengen? Die Komstruktion einer
solchen HMense, selbat in P.‘, erfordert schon das Auwahlaxiom [ 6, p. 93;
3, p. 136]. Danit ist cezeigt, daB ¢(R") eine echte Teilmenge von R"
ist. Uie hat aber erstannlicherwelse die zleiche Kardinalit#t. Das
Arrument seht folrendermaBen.

Binersefts iot |R" =¢, nlso l;’T} =2°, Andererseits mu8 £(R") alle
Teilmensen aller Mensen vom Lebeasue-MaB O enthalten. Eine dieser

Mengen ist die Cantor-Menge. Man erhilt sie, indem man aus dem offenen

Intervall [0,1]c PR das offene Mittelldrittel (;.%) entfernt und diesen
ProzeB iteriert:
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y i 2 1 23 8

Y‘ot f0,1], F1=[0,3]U|’3.1], F3=[O'§]U[gvg]u[gv1]r etc.

Man ~rhiilt die abmeschlossenen Mengen Fo’F1’F2""’Fk’ wohei Fk aus 2k
abeeschlossenen Intervallen der Linge 3-k besteht und FO:JF1:>F2:)...
+ilt. Die Gesamtldnse von F, ist X(Fk):=(%)k. NDie abgeschlossene

Men te F::Q F‘k
als die Menge aller Zahlen in [0,1], in deren sntwicklung zur Basis 3

heit die Cantor-Menge. F 1iBt sich auch beschreiben

nur die Zahlen O und 2 (nicht aber 1) aufscheinen. Man sieht daraus
leicht, daB F nicht abzihlbar ist (IFl =c); F enthdlt aber kein ein-
zires offenes Intervall der Form (a,b) wo OsSa<b=s1. Als abgeschlos—
sene Mense ist T Lebesgue-meRbar. Da O<A(F) = (F )= (%)k fur alle
KeN #ilt, muB A (F) = O selten. Es folgt, da8 |t(R")] =2°, da |F| =c.
Andererseits ist |B(R™M)| =c. (Das folgt ans der Tatsache, daB
I5(2™)| =¢ und das 3(Rn)=:Ringb <(R")). Daher gibt es "viel mehr"

Lebessue—-meRbare Mensen, als es Borel-Mengen gibt. Allerdings ist es

nicht einfach, ein Beispiel einer Tebesgue-meSbaren Menge, .welche keine
Borel-Menge ist, zu konstruieren. : .
§ 7. Vervollstindigung und Approximation

nas zuletzt skizzierte Argument | T(R™)| =¢<|e(®RM)] =2°, berunte
auf der Tatsache, daB Teilmengen von Lebesgue-Nullmengen selbst wieder

Nullmengen sind. Darauf bezieht sich die folgende Begriffsbildung.

DN Sei p: & » R, ein MaB u heiBt yollstindig, falls Folgendes gilt:

wann immer E,Fe®, E< F und u(F) =0, dann ist EER (und deshalb

u(uw)=0).

Bs ist ganz leicht, zu sehen, dal MaBe, die durch Restriktion

suBerer Mage ((5.4)) entstehen, vollstiindig sind. Daher gilt:
(7.1) SATZ Das Lebessue-Mag8 A ist vollstdndig. []

Ist ein MaB nicht vollstindig, so kann es durch einen kanonischen
Prozed vervollstindist werden, bei dem Teilmengen von Nullmengen ad-

jungiert werden, wie folst:




- B

(7.2) SATZ Sei n: & » R: ein MaB (% ein o-Ring) und sei
8= (EANEES,NecF,FeES, u(rF)=0}.
Dann ist & ein o-Ring und durch (1(BA& N):=u(B) wird ein vollsttndiges

MaB 11: & » R:_ definiert. []

Der Beweis bereitet keine Schwierigkeiten.

In einem topologischen Raum 1 sind naturlich ia erster Linie die
offenen und die abgeschlossenen Teilmengen "greifbar®. Bs liest also
nahe, u-melbare Mengen von "innen" bzw. von "au8en® durch solche
Mengen zu approxim'iere'n -~ man denke z.B an eingeschriebene bzw. um-

schriebene Polygone.

DN Sei % einso-ilgebra in 5. dis die Borelmengen enthidli, ,:8 -oj?‘:
zin Maf. u heiBt reguliir, falls Folgendes gilt: zu jedem £€ T und
" 28>0 gibt es eine abgeschlossene Menge F und eine offene Menge G,

derart‘qiaﬂ
cl-'/—'t'\.'?
v CEt

Fc Ec G und u(6G~E)<e, u(B~PF)<e.

In der Tat lassen sich diese Aussagen noch schirfer formulieren.
Ersetzt man nimlich e durch ¢ = k™' und konstruiert man fir jedes k
zugehdrige Mengen st Es Gk’ so0 ist thg Fk und Gzrl‘(\ Gk eine soge-
sannte F - bzw. G -Menge, belde in 3, so daB Ps 25 G, wo u{E-F)=0=

{7.3) SATZ Das Lebesgue-MaB A ist regulir.

Zs sollen nun noch die elementar-gsocwetrischen Eigenschafien des
Lahesgue-Males demonetfiert bzw., srlidutert werden. ¥ird eine Menge
2¢5(R") um den Vektor a€R™ verschoben, so entstent daraus die
Menme Ea= Bta={et+ta|ler E}. Jede Uberdeckung von 8 durch eine Folge
von Halbintervallen wird durch die Translation 2z~ x+a in eine Uber-
deckung von Ea tibergefiihrt, die den zleichen Gesamtinhali aufweist.

Daraus folgt sofort die Beziehuns A(Ea)sl(E). Durch analoge (wenn
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auch zum Teil schwierigere) Uberlegungen kann man die folgenden Aus-
sagen herleiten, die sich auf Translation, Streckung, Rotation und

Spiegelung beziehen.

(7.4) SATZ Das Lebesgue-Ma8 A in R hat die folgenden geometrischen
Eigenschaften:

(1) A (E+a)=x(E) (Invarianz gegeniiber Translation)

(2) A( rE )=r™ (B) (Streckung mit r=0 multipliziert das Vo-
lumen mit dem Faktor r").
(3) A (T(E)) =A (RB) (Invarianz gegeniiber einer Rotation bzw.

Spiegelung T an einer Ebene).

§ 8. Das Lebesgue-Integral

Im folgenden skizzieren wir ganz ohne Beweise den Gang der Kon-
struktion eines ("Daniell")-~Integrals aus einem MaB, hier dem Lebesgue-
Ma8. Auf dem (topologischen) Raum Q sei eine ag-Algebra 3 von u-nefl-
baren Mengen gegeben, wo u: # » R':: ein MaB ist; =3 wird 3 238(Q) vor-
ausgesetzt. Das Tripel (Q,%,u) heiBt ein MaBraum. Er sei f:Q - R

gegeben, und es soll j T du bzw. f f du definiert werden, wo A€ 4,
Q A

Unter einer 3-Zerlegung von 1 verstehen wir eine disjunkte Zer-

P
legung 0 = U Ai, WO Ai‘:’ %. Die charakieristische Funktion von A£0D
: l=1
ist )(A(x) = {? E;g i;} , eine einfache ("aimple™) Funkition 3: O - ,??Q
p
ist eine Linearkombination s= ¥ T Xy » WO AiE a, {Ai} 2ine d-Zer-
i=1 i
legung von Q und Ty €R.
s
.
»: N
4
. o
XA XA - 1 2 ‘ I'i )
K o \ .




{i».1) PROFOSTTION Die Menze der einfachen Punktiomen 3: 0t » &* ist

~e;epither +,-,. abgeschloasen.

Cuniamental ist der nun folgende Bersriff. Der leser sei daran er-
innert, 4al eine Funktion f: X+ Y, wo X und Y topologische Riume ;
zind, senau dann (iberall) stetisg ist, wenn filr jzde offene Menge V

in Y das Urbild U:s=£~'(V) offen ist in X.

DN f:0 » R heiBt meBbar, wenn f"(B)(l vy B€3(x"). Es folst so-

p :
fort, dal jede einfache Funktion s= L r; x, meSbar ist; denn ;
a~'(8) =57 (B {r, ,...,rp}) ist sine endliche Yereinigung von Mengen 5

Ai und liexst deshalb in 8.

NDie praktische Handhabune dieser Nefinition wird durch dis fol-

gende wohlbekannte Tatsache sehr erleichtert:
| die zur Funktion f: X + Y inverse Relation f~' '

kommtiert ait allen Operationen auf (dem Verband)
o~

R*; so ist z.B. f"(‘ln !):f"(?.)n f"(w), und

Analoges gilt fiir U,-,c,A etc. Yegen dieser Tat-
sache mnd weil die Borelmengeh B¢ 3(R") durch solche Operationen aua
den Intervallen in R gewonnen werden, geniigt es, sich auf die.Be—
Lrnchtung der inversen Bilder f-‘{(a.b)) baw. f-‘((aﬂ- o) ) bzw.
f”'(f-—m,‘a)) zu beschriinken. 2s folzt sofort, d28 jede stetige Funk-

tion £: Q » RY (Borel)-meSbar ist. Ferner ist das die Grundlage fiir i

die Herleitung der folgenden JHize, -

(8.2) PROPOJITION (1) s seien f und g meBbar und r&€R. Dann aind

f+rp, fu, 1/f {(vo flx)4 0), ferner sup(f,;gl,, inf{f,g} und £ :=a3uplf,sh f}
f_=-~inf\ 2,8} ebenfalls meBbar.

{2) 1Ist !fi} eine Folge meBbarer Funktiomen, dann 3ind sup( fi}, inf(f.},
1im sup( rj} » lim inf(f.} ebenfalls meBbar.




. .

ar Prliuterung:
: sup{f,g —-: infif,3}

/\ \_§ . \ f+ )M///;‘\\
0 \_/ Q \ f

Fiir den Aulbau des Tntegralbegriffles catscheidend ist nun, da8

f,=sup(f,0}, f_=-inf(f,0}

onen als Crenzwerte von ein-

sich die nicht-nesativen melbaren Funkti

fachen Funktionen beschreiben lassen.

£
il (5.3) SATZ 1Ist f:Q - Rt eine mefBbare Funktion,
B! ~  dunn existiert eine Folge {si} von einfachen Funk-
_Y‘ tionen, G.le, derart daB f:l%m S5 und siﬂz S5
a (v i€N).

Nie Nelinition von ,ff du vollzieht sich nun in den folgenden

Schritten:

P : p
(1) Sei 520, s= T ry X, - Dann werde Js du:= T r; u(A;) gesetzt.
i i i=1

\
1=
lier ist nun —u zei en, daB die letzte Summe nicht von der gewihlten

Paratellnune fir s abhingt.

v H ™ - ' 4 *“I "
(?) Qei f: 1 - R, meBhar, f= 11im Siy Sj4138;- U8 verde ’
esetzt (wobei +w als Grenzwert auftreten kann).

(1 -

JC e =1im ,fsi du ces
i

Iier ist zn zei~en, 4aB der Grenzvert nicht von der rewihlten Folge

{‘qi} abhiinet, sondern nar von f.

5 2% pe@bar. f heifle integrierbar, falls Jf du< +®.

(3) Sei f: N
, wo £,20 und f_20 semiB (£.2)

(4) Sei £: O - ] m23bar, f=f+-f_

melBbar sind. Es werle ,l'f du 2 :J'f+ due -,ff__ du sesetzt.

ma2Bbar und A€ a. ks werde j‘f du =,rfo du sesetzt.

(5) Gei £: 1 » R"
A
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Der 30 aufgebaute Integralbearifif heiSt Lobessue-Intagra i,falls
u =2 das lebesguesche Ma8 in R ist. Die wichtigsten RBigenschaften,
dle [ £ 4\ vom Riemnnn-Integral | f unterscheidsn, llegen in den
Konvergenzaitzen bzw. in der Tatsache, da8 Punkticasn auf Lebes-

sueschen Nullmengen beliebig gelinder$ werdsn knmen, ohnc daf sich

der Yert 2ines Integrales indert.

§ 9. Das Riemann-Stialties-Integral

Yie frither bereits angedeutet, handelt 28 3sich um den Begriff
einea zignierten MaBtes {(bwz. daraus abzeleitsten Integrals). Aus
Grinden der lsichteren Assoziation mit berzits Vertrautem (Riemann-
Summen, etc.) aber auch wegen der viel gréferen Detailliertheii der
Resultate fUr n=1! wollen wir uns auf diesen Spezialfall bdeschrinken.
Dag folgende Beispiel zeigt gin weiteres Motiv fir die Binfihrung

2ines allgemeinren Integralbegriffes auf.

2X Bs sei I::I 25:% dx zu berechnen. Man wird so0 vorgshen:
d f4x
dx .3 f 2x dx
Iai _—?+ '—""2.
1+x 1+x
Por srste Summand ist [ arctan z]?zfamtaa 3~§; der zuelte wird durch
, 4 2 2 D wr du
die Substitution u=14x", du=2x dx in %I T:% {legi ] =
= 3 {104 ‘9»5»112! }3 r.-% log 5 verwandalt., Tormell, unter Yerwenduns der

Differsntialachreibveise, Yann dis letzta Jubsiituiion ganz "umgangsn™

st Ahgyl

.2 .
werden: % i .,2}__9%:% ? nga—l = % Elogliﬂ?i}? = g log 5.

T +x 1 +x”
Man hat als "léngenmal8® auf der x-Achse also aicht "dx™ scndern

"3 {1 +x2 )* verwendet.

DN (1) Seien f,g: [a,b] » R beschrinkite Punktionen,
P=(a=x°,x,,...,xn=b] eine Partition von [a,b], P’=(x,'....,xn'}

beliebig pewiihlte Zwischenwerte, xk' € I'xk_' ,xk]. Unter einer Riemann-
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Summe von f beziiglich gz, P,P' versteht man
n
s(f,eg:;P,P') = g§1 xk')(g(xk)-g(xk_1))

(2) f ist auf [a,b] intesrierbar in bezug auf g: = es existiert ein

1€ R, mit folgender Eigenschaft: fir jedes £¢> 0 kann eine Partition P_
von [a,b] gefunden werden, derart daB fiir jede Verfeineruns P >P und
beliebige Zwischenwerte F' zu P die Ungleichung | 3(f,g:P,P') - 1] < ¢

gilt.

Das ist genau die heute ilibliche Definition des Riemann-Tntezrals
{als eines Netzes im topologischen Raum R) mit der einzigen Abweichuns,
daB als ILingsnmaB des Intervalls ka_1,xk} nicht x, - X, _;, sonie

glx,) - glx,_y) anftrivt (siehe z.B. [1]).

Man zeigt nun, daB durch diese Definition die Zahl 1, falls sie

existiert, eindeutig veshtimmt is,, und man schreibt in diesem Fall

ff dg = Jf(x) delx).
a

EX PFalls g=c (konstant) ist, zilt 1=0, weil jede R-Summe O ist.

BX Falls g(x): 4= i— 1 oilt: T existiert » f ist stetis von
a c b

rechts in c¢. Dann ist I=f(c).

50"
L)

{9.1) PROPOSITION (Cauchy-Kriterium) Bs ezistiert A7 menan dann,

A

9
. r . ) . - P - r 3

wenn gilt: Zu jedem ¢> O gibh es eine Partition Pr von { n,b], so daf

)

&2,

fir beliebige Verfeinerungen?, Q.;; und zugsehdrige Zwischenverte P',AQ

die Ungleichung ]S(f,q;P.P')-S(f,g;Q,Q')I<:t erfiillt ist.

Der Beweis ergibt sich direkt aus der Definition bzw. aus der
Tateache der Vollstiindigkiet von R,

Gbenfalls aus der Definition folzen leicht die folgenden Lineari-

titoseisenschaften.
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b ;
(9.2) PROPOSITION (1) Falls ?f, dg und ffz dg existieren und r€R,
a a

dann existiert ?(fl+-rf2)dg und ist gleich der Summe der obigen
a
Intesrale.

(2) PFalls ff drmy und yf dgz existieren und rt,rzéii, dann existiert
a

auch ?f d(r1g14-r2q2) und ist sleich der Summe rlyf dg14-ré?f dgz.
a a a

Dag ist die "erwartetd' Linearitit des R-S~Integrals besziiglich des

Intesranden f und des Integrators g. Auch die Additivitdat in bezug

auf das Integrationsintervall ist gégeben.

b
(9.3) PROPOSITION Sei c€[a,b] und es existiere ff dg und [f dg.

b a c
Dann existiert auch Jf dg und ist gleich der 3Summe dieser Integrale,
a

Minen ganz neuen Aspekt bietet das R-S-Integral beziiglich der
partiellen Integration. Sie wird fiir das R-Integral in exakter Form

durch die Formel

b
,ff(x)g'(x)dx::ff(x)g(x)]g-?f'(x)g(x)dx:
a a

wiedergegeben; daneben findet sich hiAufig die - an sich undefinierte -
b b

turzformel fu dv=[u v]g-jv du, die aus (uv)'=u'v+v'u "hergeleitet”
a < a

wird. DaB ihr aber 2ine richtige Interpretation unterlegt werden kanm,

folgt aus (9.4) bzw. (9.5) unten.

b
(9.4) SATZ (Partielle Integration) Falls jf dg existiert, dann existiert
b a
auch Jg df, und es gibt
a

b b "
Jtag+ g afr=l£g], = £(b)g(b) - fla)g(a).
a a

3ibt 2s einsn tieferen Zusammenhang zwischen dem R-Integral und
dem R-3~Integral? Die Beantwortung dieser Frage, fiir gewisse Inte-
gratoren g, rechtfertigt die oben verwendete "Kurzformel" fiir die

partielle Integration.
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(a.5) SATZ Falls g: [a,b] » R eine stetige Ableitung g' besitzt und
b

falls jf dg existiert, gilt
a

b
j?f d,g::}f(x)dg(x) = ?f(x)g'(x)dx: ) fe'
a a a a

Auch der Beweis von (9.4) und (9.5) bvereitet keine wesentlichen

Schuwierigkeiten.

1 1
- : 2 2 341 2
BX Jx a(x%) = [x.2x dx =[% x’], = 3.
0 0 377073

In der obigen Kurzformel sei u=u(x), v=v(x) von der Klasse C’
auf [a,b] (d.h., u'(x), v'(x) existieren und sind stetig). Dann gilt

gemiB (9.5)

b b b B b 2
fudv = Julx) v'(x)ax = [uv]a-jv(x) u'(x)dx:[uv]a—jv du,
a a a a

wie behauptet.
7uletzt sollen noch Existenzaussagen zitiert werden.
8s sei | f] <K auf [a,b] und fiir eine Partition P von [a,b] sei

M, = sup{f(x)lxi_1 <x=x}, my= inf{£(x)| xi_i-fxfxi}

(9.6) PROPOSITION (Riemann-Kriterium) Falls g auf [a,b] monoton
b

ist, gilt: jf dg existiert genazu dann, wenn &s zu jedem 2> 0 =zine
o
Partition P_ gibt, so daB fir jede Verfeinerung P2 P und teliebige

i 2
Zwischenwerte P' die Ungleichung & (M.~m, ){g(x,)-g{x, )<=« er- '
i=1 1 b § i A== %

fullt ist.

Wie beim R-Integral ist (9.6) die Grundlage fiir den Beweis der
b
Existenz von |f dg fiur den wichtigsten Spezialfall:
a

(9.7) SATZ (Existenzsatz) Sei f stetig, g monoton wachsend auf‘[a,b}%

Dann existiert ,?f dg. Sei f monoton und g stetig auf [a,b]. Dann

b a 5
existiert |f dg. '
a
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